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1 Íåäåëÿ 1

1.1 Óñòíàÿ ÷àñòü

1. Áîðäåðîì ñòðîêè íàçûâàåòñÿ òàêîå k, ÷òî s[1..k] = s[|s| − k + 1..|s|]. ×èñëî k ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäîì ñòðîêè, åñëè äëÿ ëþáîãî i, s[i] = s[i + k]. Äîêàæèòå, ÷òî b + p = |s| , ãäå p�
ìèíèìàëüíûé ïåðèîä, à b�ìàêñèìàëüíûé áîðäåð.

2. Îïðåäåëèì ñòðîêó Òóå-Ìîðñà: Tn = t0t1t2...t2n−1, ãäå ti = 0, åñëè äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà i
ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö, è ti = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
äâóõ ðàâíûõ êàê ñòðîêè ïîäñòðîê ñòðîêè Tn, èìåþùèõ ïåðåñåêàþùèåñÿ âõîæäåíèÿ â Tn.

3. Äàíà ñòðîêà s. Ïîñ÷èòàòü ìàòðèöó A : ||aij|| = LCP(s[i..n − 1], s[j..n − 1]); i, j ≥ 0 çà
O(|s|2). (LCP� íàèáîëüøèé îáùèé ïðåôèêñ äâóõ ñòðîê). Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé
âû÷èñëÿåò ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäñòðîê íà êàæäîì ïðåôèêñå ñòðîêè s çà O(|s|2)

4. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû cij = ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäñòðîê â s[i..j] çà
O(|s|2) ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû A èç ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ.

5. Âàì çàäàíû äâà ìàññèâà ÷èñåë a è b. Íàéäèòå âñå ïîäìàññèâû a[i..i + |b| − 1] òàêèå, ÷òî
ñóùåñòâóåò x, ÷òî a[i] = b[1] + x, a[i + 1] = b[2] + x, . . . a[i + |b| − 1] = b[|b|] + x çà âðåìÿ
O(|a|+ |b|).

6. Çàäàíà ñòðîêà. Ïóñòü p1[i]�ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïàëèíäðîìà íå÷åòíîé äëèíû ñ öåíòðîì
â ïîçèöèè i. p0[i]� àíàëîãè÷íî äëÿ ÷åòíîé äëèíû. Ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì ïîèñêà z-
ôóíêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ p0 è p1 çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

7. Êàê íàéòè ñòðîêó äëèíû m â òåêñòå äëèíû n ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåôèêñ-ôóíêöèè è O(m)
äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè?

8. Êàê íàéòè ñòðîêó äëèíû m â òåêñòå äëèíû n ñ èñïîëüçîâàíèåì z-ôóíêöèè è O(m) äîïîë-
íèòåëüíîé ïàìÿòè?

9. Íàçîâåì ñòðîêó ïðîñòîé, åñëè îíà ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøå âñåõ ñâîèõ ñóôôèêñîâ
ìåíüøåé äëèíû. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé çà O(|s|) ïðîâåðÿåò, ÷òî ñòðîêà s ïðî-
ñòàÿ.

10. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ñòðîêå âû÷èñëÿåò ìàññèâ q. q[i]� òàêîå ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî, ÷òî s[1..q[i]] = s[i−q[i]+1..i] = s[i..i+q[i]−1]. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà O(|s| log |s|).

11. Âàì çàäàíû ñòðîêè s è t äëèíû n. À òàêæå ïåðåñòàíîâêà π, òîæå äëèíû n. Íàéäèòå, êàêîå
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðàç íóæíî ïðèìåíèòü ïåðåñòàíîâêó π ê ñòðîêå s, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ñòðîêó t. Âðåìÿ ðàáîòû O(n). (Ñ÷èòàéòå, ÷òî àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ ÷èñëàìè âèäà
¾÷èñëî ñïîñîáîâ¿ âûïîëíÿþòñÿ çà O(1).)

12. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäñòðîê-ïàëèíäðîìîâ â ñòðîêå äëèíû n íå áîëåå n.

2 Íåäåëÿ 2

2.1 Óñòíàÿ ÷àñòü

13. Çàäàí íàáîð ñòðîê s1, s2, . . . , sn. Äîêàæèòå òðè óòâåðæäåíèÿ:
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(a) Åñëè âçÿòü ëþáóþ ñòðîêó t, òî |{LCP(si, t)|1 ≤ i ≤ n}| = O
(√∑

|si|
)
, ãäå

LCP(si, t) � äëèíà íàèáîëüøåãî îáùåãî ïðåôèêñà si è t.

(b) Ó ëþáîé âåðøèíû â áîðå, â êîòîðûé äîáàâèëè âñå ñëîâà si, O
(√∑

|si|
)
âåðøèí-

ïðåäêîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òåðìèíàëüíûìè.

(c) Ó ëþáîé âåðøèíû â áîðå, â êîòîðûé äîáàâèëè âñå ñëîâà si, O
(√∑

|si|
)
âåðøèí-

ïðåäêîâ, ó êîòîðûõ õîòÿ áû äâà ðåáåíêà.

14. Äàíî n ñòðîê. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïàð èíäåêñîâ (i, j), 1 ≤ i, j ≤ n, ÷òî sisj ÿâëÿåòñÿ
ïàëèíäðîìîì, çà âðåìÿ O(

∑
|si|).

15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñòðîêè s è t òàêîâû, ÷òî st = ts, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðîêà p, ÷òî
s = pi è t = pj äëÿ íåêîòîðûõ i è j.

16. Ñòðîêè Ôèáîíà÷÷è. Îïðåäåëèì F0 = ε, F1 = b, F2 = a, Fn = Fn−1Fn−2. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî äëÿ n ≥ k âûïîëíåíî: F 2

n �ïðåôèêñ Fn+2.

17. Ñòðîêè Ôèáîíà÷÷è. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî åñëè n ≥ k, òî ñòðîêà
Fn[1...|Fn| − 2]�ïàëèíäðîì.

18. Ó âàñ åñòü ñòðîêà èç öèôð äëèíû n. Âû ìîæåòå ïîðåçàòü ñòðî÷êó íà k íåïóñòûõ ïîäñòðîê.
Ìàêñèìèçèðóéòå ñóììó ÷èñåë, ïîëó÷åííûõ èç ýòèõ ïîäñòðîê, çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Ïðåäëî-
æèòå àëãîðèòì, êàê ïîëó÷èòü ýòî ÷èñëî â òîé æå ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðîé ýòè ÷èñëà
çàïèñàíû â ñòðîêå.

19. Âîçüìåì âñå ïðîñòûå ñòðîêè íàä àëôàâèòîì {a, b} äëèí, ÿâëÿþùèõñÿ äåëèòåëÿìè n, óïî-
ðÿäî÷èì èõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè è ñêîíêàòåíèðóåì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëó÷èâøóþñÿ
êîíêàòåíàöèþ êàê çàöèêëåííóþ ñòðîêó. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîé öèêëè÷åñêîé ñòðîêå âñå
ïîäñòðîêè äëèíû n ðàçëè÷íû, è ìíîæåñòâî âñåõ ýòèõ ïîäñòðîê ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
ñòðîê äëèíû n.

20. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ îáùóþ ïîäñòðîêó äâóõ ñòðîê ñ ïîìîùüþ õåøèðîâàíèÿ çà âðåìÿ
O(n log n), ãäå n�ðàçìåð âõîäíûõ äàííûõ.

21. Âàì çàäàí òåêñò t è ñëîâî w. Äëÿ êàæäîé ïîçèöèè â ñòðîêå t îïðåäåëèòå, ñóùåñòâóåò
ëè ïåðåñòàíîâêà áóêâ àëôàâèòà, ÷òî åñëè åå ïðèìåíèòü ê ñëîâó, òî â ýòîé ïîçèöèè áóäåò
âõîæäåíèå ýòîãî ñëîâà çà âðåìÿ O(|t|+ |w|) ñ ïîìîùüþ õåøèðîâàíèÿ.

22. Ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à, íî ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè.

23. Ïîñ÷èòàòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäñòðîê ïàëèíäðîìîâ â ñòðîêå äëèíû n çà ëèíåéíîå âðåìÿ
O(n).

24. Ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à, íî ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè.

25. Çàäàíî äâå ìàòðèöû An×n è Bm×m (m ≤ n), ñîñòîÿùèå èç áóêâ. Íàéäèòå âñå âõîæäåíèÿ
ìàòðèöû B â ìàòðèöó A çà âðåìÿ O(n2 +m2).

26. Çàäàíî äâå ìàòðèöû An×n è Bm×m (m ≤ n), ñîñòîÿùèå èç áóêâ. Íàéäèòå âñå âõîæäåíèÿ
ìàòðèöû B â ìàòðèöó A çà âðåìÿ O(n2 +m2) áåç èñïîëüçîâàíèÿ õåøèðîâàíèÿ.
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3 Íåäåëÿ 3

3.1 Óñòíàÿ ÷àñòü

27. Çàäàíî ìíîæåñòâî ñëîâ wi. Ïîñòðîèâ àâòîìàò Àõî-Êîðàñèê äëÿ ìíîæåñòâà ñòðîê, íàó÷è-
òåñü çà O(|t| +

∑
|wi|) îòâå÷àòü íà âîïðîñ: ñêîëüêî ðàç êàæäîå ñëîâî âõîäèò â òåêñò êàê

ïîäñòðîêà, â êàêîé ïîçèöèè áûëî ïåðâîå âõîæäåíèå êàæäîãî èç ñëîâ, â êàêîé ïîñëåäíåå?

28. Çàäàíî ìíîæåñòâî ñëîâ wi. Ïîñòðîèâ àâòîìàò Àõî-Êîðàñèê äëÿ ìíîæåñòâà ñòðîê çà âðåìÿ
O(

∑
|wi|), íàó÷èòåñü çà O(|t| log |t|) îòâå÷àòü íà âîïðîñ: ñêîëüêî ñëîâ âõîäèò â òåêñò êàê

ïîäñòðîêà, êîãäà áûëî ñàìîå ïåðâîå âõîæäåíèå êàêîãî-íèáóäü èç ñëîâ?

29. Ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñòðîê äëèíû n íà àëôàâèòå ðàçìåðà m, íå ñîäåðæàùèõ íèêàêóþ èç
çàäàííûõ ñòðîê s1, s2, . . . , sk êàê ïîäñòðîêó, çà ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû âõîäíûõ äàííûõ
âðåìÿ.

30. Çàäàí íàáîð ñòðîê s1, s2, . . . , sk. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé âû÷èñëÿåò ÷èñëî ñòðîê
äëèíû n íàä àëôàâèòîì ðàçìåðàm, êîòîðûå ïîêðûòû ñëîâàìè èç s, çà ïîëèíîìèàëüíîå îò
ðàçìåðà âõîäíûõ äàííûõ âðåìÿ. Ñòðîêà ïîêðûòà ìíîæåñòâîì ñëîâ, åñëè äëÿ ëþáîé ïîçè-
öèè ñòðîêè ñóùåñòâóåò âõîæäåíèå êàêîãî-íèáóäü ñëîâà èç ìíîæåñòâà, ÷òî ýòî âõîæäåíèå
ñîäåðæèò ýòó ïîçèöèþ ñòðîêè.

31. Çàäàí íàáîð ñòðîê s1, s2, . . . , sk. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé âû÷èñëÿåò k-þ â ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå ñòðîêó ñðåäè ñòðîê äëèíû n íàä àëôàâèòîì ðàçìåðà m òàêèõ, ÷òî
îíè ñîäåðæàò õîòÿ áû îäíî èç ñëîâ èç s, çà ïîëèíîìèàëüíîå îò n, m è ðàçìåðà âõîäíûõ
äàííûõ âðåìÿ.

32. Ïðåäëîæèòå ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà Àõî-Êîðàñèê, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïî òåêñòó t çà
âðåìÿ O(|t|) íàéòè âñå ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîìó ïðåôèêñó t, íî ïðè ýòîì
õðàíèò òîëüêî ñóôôèêñíûå ññûëêè è ïåðåõîäû â áîðå.

33. Äàíî äâà áîðà A è B. Äëÿ âñåõ âåðøèí u â A íàéòè ñàìóþ ãëóáîêóþ âåðøèíó v â B,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ñóôôèêñó u (ïðåôèêñ-ôóíêöèÿ áîðà â áîðå). Âðåìÿ ðàáîòûO(|A|+|B|).

34. Çàäàíî n øàáëîíîâ. Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íàÿ âïðàâî ñòðîêà, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò íè
îäíîãî øàáëîíà êàê ïîäñòðîêè? Îïðåäåëèòå ýòî çà ïîëèíîìèàëüíîå îò ðàçìåðà âõîäà
âðåìÿ.

35. Çàäàíî n øàáëîíîâ. Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû ñòðîêà, êîòîðàÿ íå ñîäåð-
æèò íè îäíîãî øàáëîíà êàê ïîäñòðîêè? Îïðåäåëèòå ýòî çà ïîëèíîìèàëüíîå îò ðàçìåðà
âõîäà âðåìÿ.

36. Çàäàí íàáîð ñòðîê s1, s2, . . . , sn ñóììàðíîé äëèíû S. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé îäèí

ðàç îòâåòèò íà ìíîãî çàïðîñîâ âèäà: get(l, r, t) =
r∑

i=l

f(t, si), ãäå f(t, w)�÷èñëî âõîæäåíèé

ñëîâà w â òåêñò t. Âðåìÿ ðàáîòû: O(S + (n+
∑

|ti|) log S).
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4 Íåäåëÿ 4

4.1 Óñòíàÿ ÷àñòü

37. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé, èìåÿ ñóôôèêñíûé ìàññèâ è LCP, ñ÷èòàåò ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ ïîäñòðîê â ñòðîêå çà O(n).

38. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé, èìåÿ ñóôôèêñíûé ìàññèâ è LCP, ñ÷èòàåò ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ ïîäñòðîê íà êàæäîì ñóôôèêñå ñòðîêè çà O(n log n). Áîíóñ: êàê ýòî ñäåëàòü çà O(n)?

39. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé, èìåÿ ñóôôèêñíûé ìàññèâ è LCP, ñ÷èòàåò ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ ïîäñòðîê íà êàæäîì ïðåôèêñå ñòðîêè çà O(n log n). Áîíóñ: êàê ýòî ñäåëàòü çà O(n)?

40. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîèñêà LCP ñ ëåêöèè (Kasai, Arimura, Arikawa, Lee, Park) äëÿ ñóô-
ôèêñíîãî ìàññèâà öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ ñòðîêè áåç êîíå÷íîãî ñèìâîëà. Ïîêàæèòå êîíòð-
ïðèìåð, íà êîòîðîì îí ðàáîòàåò íåêîððåêòíî. Ïîêàæèòå, êàê íàéòè LCP äëÿ ñîñåäíèõ â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ ñòðîêè.

41. Çàäàíà ñòðîêà è ïåðåñòàíîâêà. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì áåç èñïîëüçîâàíèÿ õåøèðîâàíèÿ,
êîòîðûé çà O(n) ïðîâåðÿåò, ÷òî ïåðåñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñíûì ìàññèâîì ñòðîêè.

42. Çàäàíà ñòðîêà. Äëÿ êàæäîãî ñóôôèêñà s[i..n] îïðåäåëèòå, áîëüøå îí ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
ñóôôèêñà s[i+ 1..n] èëè íåò, çà âðåìÿ O(n).

43. Çàäàí ñóôôèêñíûé ìàññèâ, ïîñòðîåííûé ïî ñòðîêå, ñîñòîÿùåé èç ñèìâîëîâ äâîè÷íîãî
àëôàâèòà. Âîññòàíîâèòå ëþáóþ äâîè÷íóþ ñòðîêó ñ òàêèì ñóôôèêñíûì ìàññèâîì çà O(n).

44. Çàäàíà ñòðîêà äëèíû n. Íàéäèòå ñàìóþ äëèííóþ ïîäñòðîêó, êîòîðàÿ èìååò õîòÿ áû äâà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ âõîæäåíèÿ â ñòðîêó. Âðåìÿ: ïîñòðîåíèå ñóôôèêñíîãî ìàññèâà + O(n).

45. Çàäàíà ñòðîêà äëèíû n è ÷èñëî k. Íàéäèòå ñàìóþ äëèííóþ ïîäñòðîêó, êîòîðàÿ èìååò õîòÿ
áû k âõîæäåíèé â ñòðîêó. Âðåìÿ: ïîñòðîåíèå ñóôôèêñíîãî ìàññèâà + O(n).

46. Çàäàíà ñòðîêà äëèíû n è ÷èñëî k. Ïîñ÷èòàòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäñòðîê ñòðîêè, êîòîðûå
èìåþò õîòÿ áû k âõîæäåíèé â ñòðîêó, çà O(n log n).

47. Çàäàíû ñòðîêè ñóììàðíîé äëèíû n. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ñ ïîìîùüþ õåøèðî-
âàíèÿ çà O(n log2 n) íàõîäèò íàèäëèííåéøóþ ïîäñòðîêó, âõîäÿùóþ âî âñå ñòðîêè.

48. Çàäàíû ñòðîêè ñóììàðíîé äëèíû n. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé ñ ïîìîùüþ ïîñòðî-
åíèÿ ñóôôèêñíûõ ìàññèâîâ ñóììàðíîé äëèíû O(n) è O(n) äîïîëíèòåëüíîãî âðåìåíè íà-
õîäèò íàèäëèííåéøóþ ïîäñòðîêó, âõîäÿùóþ âî âñå ñòðîêè.

49. Çàäàíà ñòðîêà s äëèíû n. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, îòâå÷àþùèé íà çàïðîñ â îíëàéí: ¾Çàäà-
íû i è j: Ñêîëüêî ðàç s[i..j] âõîäèò â s êàê ïîäñòðîêà?¿. Âðåìÿ: ïîñòðîåíèå ñóôôèêñíîãî
ìàññèâà + O(n) ïðåäïðîñ÷¼òà, O(log n) íà çàïðîñ.

5 Íåäåëÿ 5

5.1 Óñòíàÿ ÷àñòü

50. Ïðåäëîæèòå ëèíåéíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñóôôèêñíîãî äåðåâà ïî çàäàííîìó ñóôôèêñ-
íîìó ìàññèâó è LCP.
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51. Ðåøèòå ñ ïîìîùüþ ñóôôèêñíîãî äåðåâà çà ëèíåéíîå âðåìÿ: Çàäàíà ñòðîêà äëèíû n. Íàé-
äèòå ñàìóþ äëèííóþ ïîäñòðîêó, êîòîðàÿ èìååò õîòÿ áû äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ âõîæäåíèÿ
â ñòðîêó.

52. Ðåøèòå ñ ïîìîùüþ ñóôôèêñíîãî äåðåâà çà ëèíåéíîå âðåìÿ: Çàäàíà ñòðîêà äëèíû n è
÷èñëî k. Íàéäèòå ñàìóþ äëèííóþ ïîäñòðîêó, êîòîðàÿ èìååò õîòÿ áû k âõîæäåíèé â ñòðîêó.

53. Ðåøèòå ñ ïîìîùüþ ñóôôèêñíîãî äåðåâà çà ëèíåéíîå âðåìÿ: Çàäàíà ñòðîêà äëèíû n è
÷èñëî k. Âû÷èñëèòå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäñòðîê, êîòîðûå èìåþò õîòÿ áû k âõîæäåíèé â
ñòðîêó.

54. Çàäàíû ñòðîêè s1, s2, . . . , sn. Äëÿ êàæäîé ñòðîêè íàéäèòå å¼ ìèíèìàëüíûé ïðåôèêñ, êîòî-
ðûé íå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì íèêàêîé äðóãîé ñòðîêè, èëè ñîîáùèòå, ÷òî òàêèõ ïðåôèêñîâ
íå ñóùåñòâóåò. Ðåøèòå çà ëèíåéíîå îò ðàçìåðà âõîäíûõ äàííûõ âðåìÿ.

55. Çàäàíû ñòðîêè s1, s2, . . . , sn. Äëÿ êàæäîé ñòðîêè íàéäèòå å¼ ìèíèìàëüíóþ ïîäñòðîêó, êî-
òîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäñòðîêîé íèêàêîé äðóãîé ñòðîêè, èëè ñîîáùèòå, ÷òî òàêèõ ïîäñòðîê
íåò. Ðåøèòå çà ëèíåéíîå îò ðàçìåðà âõîäíûõ äàííûõ âðåìÿ.

56. Çàäàíà ñòðîêà s. Îòâåòüòå íà çàïðîñû â online: çàäàíî k ïîäñòðîê ñòðîêè s, íàéäèòå äâå èç
íèõ, ó êîòîðûõ ìàêñèìàëüíûé îáùèé ïðåôèêñ. Âðåìÿ ðàáîòû: O(k log (n+ k)) íà çàïðîñ
è O(n) ïðåäïðîñ÷¼òà.

57. Çàäàíà ñòðîêà s. Ïóñòü k(w)�÷èñëî âõîæäåíèé w â s. Íàéäèòå ÷èñëî ïàð ñòðîê (x, y):
x�ïîäñòðîêà y, y�ïîäñòðîêà s, k(x) = k(y). Ðåøèòå çà O(|s|) ñ ïîìîùüþ ñóôôèêñíîãî
äåðåâà.

6 Íåäåëÿ 6

6.1 Óñòíàÿ ÷àñòü

58. Çàäàíû öåëûå ÷èñëà L, R è ñòðîêà s. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ ïîäñòðîê äëèíû îò L äî R â êàæäîì ïðåôèêñå ñòðîêè s ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóôôèêñ-
íîãî äåðåâà çà O(|s|).

59. Ðåøèòå ñ ïîìîùüþ ñóôôèêñíîãî äåðåâà çà ëèíåéíîå âðåìÿ: Çàäàíû ñòðîêè ñóììàðíîé
äëèíû n. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò íàèäëèííåéøóþ ïîäñòðîêó, âõîäÿùóþ
âî âñå ñòðîêè.

60. Çàäàíà ñòðîêà s äëèíû n. Îòâåòüòå íà çàïðîñû ⟨L,R⟩ â online çà âðåìÿ O(log n) ñ ïðåä-
ïðîñ÷åòîì çà âðåìÿ O(n): íàéòè ìàêñèìàëüíóþ ïîäñòðîêó-ïàëèíäðîì â s[L..R].

61. Ðåøèòå ñ ïîìîùüþ ñóôôèêñíîãî äåðåâà çà ëèíåéíîå âðåìÿ: Ïóñòü Q(s) � ìíîæå-
ñòâî âñåõ ïîäñòðîê ñòðîêè s. Çàäàíû ñòðîêè s è t. Ïîñ÷èòàéòå ðàçìåð ìíîæåñòâà
{xy|x ∈ Q(s) ∧ y ∈ Q(t)}.

62. Ðåøèòå ñ ïîìîùüþ ñóôôèêñíîãî äåðåâà. Çàäàíà ñòðîêà s äëèíû n. Ïðåäëîæèòå àëãî-
ðèòì, îòâå÷àþùèé íà çàïðîñ â îíëàéí: ¾Çàäàíû i è j: Ñêîëüêî ðàç s[i..j] âõîäèò â s êàê
ïîäñòðîêà?¿. Âðåìÿ ðàáîòû: O(log n) íà çàïðîñ è O(n log n) ïðåäïðîñ÷¼òà.
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7 Íåäåëÿ 7

7.1 Óñòíàÿ ÷àñòü

Ïðåäúÿâèòå decision-âåðñèþ (ñ âûõîäíûìè äàííûìè ¾Äà¿/¾Íåò¿) è ïðåäëîæèòå ïîëèíîìè-
àëüíîå ñâåäåíèå ê íåé:
63. CLIQUE (íàéòè ìàêñèìàëüíóþ êëèêó);

64. MAX-SAT (íàéòè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþùèé íàèáîëüøåå ÷èñëî êëî-
çîâ â ÊÍÔ-ôîðìóëå);

65. HAMPATH (íàéòè ãàìèëüòîíîâ ïóòü â ãðàôå);

66. 3-COLORING (íàéòè ðàñêðàñêó ãðàôà â òðè öâåòà).

Ïîñòðîéòå ñâåäåíèå:
67. HAMPATH ≤p HAMCYCLE (ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå) è HAMCYCLE ≤p HAMPATH;

68. 3-COLORING ≤p 3-SAT;

69. 3-SAT ≤p NAE-3-SAT (Not All Equal 3-SAT: â êàæäîì êëîçå õîòÿ áû îäíà èñòèíà è õîòÿ
áû îäíà ëîæü) è NAE-3-SAT ≤p 3-SAT;

70. NAE-3-SAT ≤p MAX-CUT (ðàçäåëèòü ìíîæåñòâî âåðøèí âçâåøåííîãî ãðàôà íà äâå äîëè,
ìàêñèìèçèðîâàòü ñóììàðíûé âåñ ð¼áåð ìåæäó äîëÿìè) è MAX-CUT ≤p NAE-3-SAT;

71. HAMPATH ≤p SAT.

Äîêàæèòå NP-ïîëíîòó decision-âåðñèé:
72. VERTEX-COVER (íàéòè ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà);

73. MAX-3-SAT (íàéòè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþùèé íàèáîëüøåå ÷èñëî êëî-
çîâ â 3-ÊÍÔ-ôîðìóëå);

74. EXACT-COVER (äàíî ìíîæåñòâî U , à òàêæå n åãî ïîäìíîæåñòâ Ui ∈ U ; âûáðàòü k è
èíäåêñû i1, i2, . . . , ik, ÷òîáû Uij ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü, à â îáúåäèíåíèè äàâàëè U);

75. K-SPAN-TREE (ïðîâåðèòü, ÷òî â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â êîòî-
ðîì ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå áîëåå k).

8 Íåäåëÿ 11

8.1 Óñòíàÿ ÷àñòü

76. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññìîòðåííûå íà ëåêöèè 2-ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû íå ÿâëÿþòñÿ (2−ε)-
ïðèáëèæ¼ííûìè íè äëÿ êàêîãî ε > 0:

� äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè;

� äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæ¼ðà ñ óñëîâèåì íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.
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77. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà íàáîðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî íå ìåíåå 7
8
âñåõ êëîçîâ 3-

SAT, ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî íà ëþáîì òåñòå ïîëèíîìèàëüíî. Â êàæäîì êëîçå
ðîâíî òðè ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå.

78. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà íàáîðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî íå ìåíåå 7
8
âñåõ êëîçîâ 3-

SAT, õóäøåå âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî ïîëèíîìèàëüíî. Â êàæäîì êëîçå ðîâíî òðè ðàçëè÷-
íûå ïåðåìåííûå.

Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå, ÷òî ñëåäóþùèå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿX-ïðèáëèæ¼ííûìè äëÿ íåêî-
òîðîé êîíñòàíòû X:
80. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ: êàæäûé ðàç äîáàâëÿòü â ìíî-

æåñòâî âåðøèíó, ïîêðûâàþùóþ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî åù¼ íå ïîêðûòûõ ð¼áåð, ïîêà âñå
ð¼áðà íå ñòàíóò ïîêðûòûìè.

81. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîé êëèêè: êàæäûé ðàç óäàëÿòü âåðøèíó ìèíèìàëüíîé
ñòåïåíè, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ ïîëíûé ãðàô.

82. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðåäìåòîâ êàæäîãî òè-
ïà: îòñîðòèðîâàòü òèïû ïî îòíîøåíèþ ñòîèìîñòè ê âåñó è äîáàâëÿòü â òàêîì ïîðÿäêå,
åñëè ìîæíî äîáàâèòü (åñëè äîáàâèòü ïðåäìåò íå óäàëîñü, àëãîðèòì íå îñòàíàâëèâàåòñÿ, à
ïðîäîëæàåòñÿ äëÿ ñëåäóþùèõ òèïîâ).

Ïðåäëîæèòå X-ïðèáëèæ¼ííûå ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:
83. X = 2: ïîñòðîèòü âî âçâåøåííîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ïóòü ìèíèìàëüíîãî âåñà,

ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîìó ðåáðó õîòÿ áû îäèí ðàç.

84. X = 2: ðàçëîæèòü n ïðåäìåòîâ ñ âåñàìè w1, w2, . . . , wn (wi ≤ S) â ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
êîðîáîê, ÷òîáû âåñ êàæäîé êîðîáêè áûë íå áîëåå S.

85. X = 2: ðàñêðàñèòü ïëàíàðíûé ãðàô â ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ.

86. X = 2: â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå âûáðàòü ìàêñèìàëüíîå ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâî ð¼áåð
òàêîå, ÷òî ïîëó÷åííûé ïîäãðàô íå ñîäåðæèò öèêëîâ.

87. X = 2: ðàçäåëèòü ìíîæåñòâî âåðøèí íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íà äâå äîëè, ÷òîáû ÷èñëî
ð¼áåð ìåæäó äîëÿìè áûëî ìàêñèìàëüíî.

88. X = 3
2
: çàäà÷à êîììèâîÿæ¼ðà ñ óñëîâèåì íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.

89. X = K: âî âçâåøåííîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå âûäåëåíîK âåðøèí. Ïîñòðîèòü ñâÿçíûé
ïîäãðàô ìèíèìàëüíîãî âåñà, ñîäåðæàùèé âñå âûäåëåííûå âåðøèíû.

90. X = O(
√
n): äàíî ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà U , |U | = n. Âûáðàòü èç íåãî ìàêñè-

ìàëüíîå ÷èñëî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ.

9 Íåäåëÿ 12

9.1 Óñòíàÿ ÷àñòü

91. Çàäà÷ó ðàñêðàñêè ãðàôà â k öâåòîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ðàçáèåíèå âñåõ âåðøèí
ãðàôà íà k íåçàâèñèìûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïðåäëîæèòå êîíòðïðèìåð ê ñëåäóþùåìó àëãîðèò-
ìó íàõîæäåíèÿ ðàñêðàñêè: k ðàç íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, êðàñèì
åãî â î÷åðåäíîé öâåò, óäàëÿåì èç ãðàôà.
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92. Äëÿ çàäà÷è 3-SAT c n ïåðåìåííûìè íàéäèòå ëþáîå íàçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ, êîòîðîå óäî-
âëåòâîðÿåò âñå äèçúþíêòû çà âðåìÿ O∗(cn), ãäå c ≈ 1.8393 � ìàêñèìàëüíûé êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ x3 = x2 + x+ 1.

93. Çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô èç n âåðøèí. Òðåáóåòñÿ óçíàòü, ñóùåñòâóåò ëè âåðøèííîå
ïîêðûòèå ìîùíîñòè íå áîëåå k çà âðåìÿ O(2k poly(n)).

94. Çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô èç n âåðøèí. Òðåáóåòñÿ óçíàòü, ñóùåñòâóåò ëè âåðøèííîå
ïîêðûòèå ìîùíîñòè íå áîëåå k çà âðåìÿ O(ϕk poly(n)), ãäå ϕ =

√
5+1
2

.

95. Çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô èç n âåðøèí è ÷èñëî k. Äîêàæèòå, ÷òî âåðíî õîòÿ áû
îäíî èç äâóõ:

� Ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü èç k âåðøèí.

� Ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ãðàôà â k öâåòîâ.

10 Íåäåëÿ 13

11 Íåäåëÿ 14

11.1 Óñòíàÿ ÷àñòü

Çäåñü è äàëåå ïðîñòî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî îïåðàöèè ñ ÷èñëàìè äåëàþòñÿ
çà O(1), à áèòîâàÿ ñëîæíîñòü ó÷èòûâàåò âðåìÿ ðàáîòû îïåðàöèé.
96. Ïóñòü àëãîðèòì Åâêëèäà ñäåëàë n øàãîâ íà ïàðå ÷èñåë u > v > 0. Ñôîðìóëèðóéòå òî÷íûå

íèæíèå îöåíêè íà u è v â çàâèñèìîñòè îò n. Íàïðèìåð, åñëè n = 1, òî u ≥ 2 è v ≥ 1.

97. Ïîêàæèòå, ÷òî áèòîâàÿ ñëîæíîñòü ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà ñîñòàâëÿåò O(log2 n),
ãäå n = max(a, b).

98. Ïðåäëîæèòå ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà Åâêëèäà, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò òîëüêî îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, ñðàâíåíèÿ è óìíîæåíèÿ/äåëåíèÿ íà ñòåïåíü äâîéêè. Âðåìÿ ðàáî-
òû � O(log n) òàêèõ îïåðàöèé. (Ïîñêîëüêó âñå òàêèå îïåðàöèè èìåþò áèòîâóþ ñëîæíîñòü
O(log n), òî â èòîãå âûéäåò òàêæå O(log2 n).)

99. Òî æå ñàìîå, òîëüêî äëÿ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà.

100. Äëÿ çàäàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ a, b è c íàéäèòå ÷èñëî ðåøåíèé äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ
ax+ by = c, äëÿ êîòîðûõ x, y ≥ 0, çà O(logmax(a, b, c)) îïåðàöèé ñ ÷èñëàìè.

101. Íàéäèòå ÷èñëî ïàð (x, y) òàêèõ, ÷òî 1 ≤ x ≤ n, y > 0 è y
x
≤ a

b
, çà O(logmax(n, a, b)).

102. Çàäàíû öåëûå ÷èñëà m,x, l, r (0 ≤ l ≤ r < m). Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå k ≥ 0, ÷òî (k ·x) mod
m ∈ [l, r], çà O(logm).

103. Êàêîâ êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ è àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ÷èñëà â ÊÒÎ, åñëè
óáðàòü òðåáîâàíèå âçàèìíîé ïðîñòîòû ìîäóëåé m1 è m2?

104. Ïîêàæèòå, êàê íàéòè îáðàòíûå ïî ìîäóëþ m ê ÷èñëàì 1, 2, . . . , n çà O(n) îïåðàöèé c
÷èñëàìè.
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105. Ïîêàæèòå, êàê â àëãîðèòìå Ìèëëåðà-Ðàáèíà â ñëó÷àå, êîãäà ìû íàøëè íåòðèâèàëüíûé
êîðåíü èç 1 ïî ìîäóëþ n, âûäàòü äåëèòåëü n.

106. Òåñò Ëóêàñà íà ïðîñòîòó: ïóñòü èçâåñòíà ôàêòîðèçàöèÿ n − 1. Äîêàæèòå, ÷òî n ïðîñòîå

⇐⇒ ñóùåñòâóåò âçàèìíîïðîñòîå a, ÷òî an−1 = 1 (mod n), a
n−1
q ̸= 1 (mod n), ãäå q � ëþáîé

ïðîñòîé äåëèòåëü n− 1. Ñîñòàâüòå íà îñíîâå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ àëãîðèòì ïðîâåðêè n íà
ïðîñòîòó.

107. Çíàÿ ôàêòîðèçàöèþ n = pa11 . . . pakk , íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷èñåë îò 0 äî n−1, âçàèìíîïðîñòûõ
ñ n, çà O(k) îïåðàöèé ñ ÷èñëàìè.

108. Ïóñòü n = pq, ãäå p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ïîêàæèòå, êàê, çíàÿ n è φ(n), íàéòè
p è q.

109. Äîêàæèòå, ÷òî φ(n) = Ω(n
1
2 ).

110. Äîêàæèòå, ÷òî φ(n) = Ω( n
logn

).

111. Äîêàæèòå, ÷òî φ(n) = Ω( n
log logn

).

12 Íåäåëÿ 15

12.1 Óñòíàÿ ÷àñòü

Çäåñü è äàëåå ïðîñòî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî îïåðàöèè ñ ÷èñëàìè äåëàþòñÿ
çà O(1), à áèòîâàÿ ñëîæíîñòü ó÷èòûâàåò âðåìÿ ðàáîòû îïåðàöèé.
112. Â ñõåìå RSA îïàñíî áðàòü ïðîñòûå, áëèçêèå äðóã ê äðóãó. Ïîêàæèòå, êàê ôàêòîðèçîâàòü

n = pq çà O(|p− q| · poly(log n)).
113. Íåëüçÿ áðàòü ïðîñòûå, äàæå ìåíåå áëèçêèå äðóã ê äðóãó. Ôàêòîðèçóéòå n = pq çà

O(poly(log n)), åñëè èçâåñòíî, ÷òî |p− q| < n
1
4 .

114. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Àëèñà îòïðàâèëà îäíî è òî æå ñîîáùåíèå m, èñïîëüçóÿ îäèí è òîò
æå ìîäóëü n = pq, íî ðàçíûå ïóáëè÷íûå ýêñïîíåíòû eA è eB òàêèå, ÷òî gcd(eA, eB) = 1.
Ïîêàæèòå, êàê Åâå, çíàÿ meA mod n è meB mod n, âîññòàíîâèòü m.

115. Â RSA ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïóáëè÷íàÿ ýêñïîíåíòà e íåáîëüøîãî ðàçìåðà è ñ íåáîëüøèì
÷èñëîì åäèíè÷íûõ áèòîâ, íàïðèìåð, 3 èëè 65537 = 216 + 1. Êàê ýòî ïîìîãàåò óñêîðèòü
øèôðîâàíèå? Ïðè e = 3 ïîñûëêà îäíîãî ñîîáùåíèÿ òðåì ðàçíûì àäðåñàòàì (ñ ðàçíûìè
ìîäóëÿìè) ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè ðàñøèôðîâêè. Êàê?

116. Ðåøèòå çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà (íàõîæäåíèå x: ax = b (mod n)) çà O(
√
x).

117. Ðåøèòå çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà äëÿ ïðîñòîãî ìîäóëÿ p âèäà 2k + 1 çà O(poly(k)).

118. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìû çíàåì ôàêòîðèçàöèþ p − 1, îáîáùèòå ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà-
÷è äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ìîäóëÿ p çà O(

√
r poly(log p)), ãäå r � ìàêñèìàëüíûé ïðîñòîé

äåëèòåëü p− 1.

119. Çàôèêñèðóåì ïðîñòîå p è äâà îñòàòêà g è h. Ðàññìîòðèì õåø-ôóíêöèþ h(x, y) = gxhy mod
p. Êàê, íàéäÿ êîëëèçèþ â òàêîé õåø-ôóíêöèè, ðåøèòü çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà?
Ïðåäëîæèòå àëüòåðíàòèâíîå ðåøåíèå çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà çà O(

√
p) íà îñíîâå

ýòîãî ôàêòà.
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13 Íåäåëÿ 16

13.1 Óñòíàÿ ÷àñòü

120. Äàí íàáîð ÷èñåë {ai}, 0 ≤ ai ≤ M . Íàéäèòå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé
äëèíû 3, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç ýòèõ ÷èñåë, çà O(M logM).

121. Èçó÷èòå, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ðàçìåð ìàññèâà 2k äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìåíüøå, ÷åì
÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ â ðåçóëüòàòå (degA+ degB − 1 > 2k). Êàê ïîëó÷èâøèåñÿ êîýôôè-
öèåíòû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîýôôèöèåíòû íàñòîÿùåãî ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ?

122. Ñâåäèòå ê îäíîìó óìíîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ. Äàíû äâà âåêòîðà a[n] è b[m] (n ≤ m). Âû-
÷èñëèòå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ a è âñåõ ïîäñòðîê b äëèíû n.

123. Ñâåäèòå ê îäíîìó óìíîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ. Äàíû äâå ñòðîêè p è t èç ñèìâîëîâ 0 è 1
(|p| ≤ |t|). Íàéäèòå ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó p è âñåìè ïîäñòðîêàìè t äëèíû |p|.

124. Äëÿ çàäàííûõ n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë x0, x1, . . . , xn−1 ïîñòðîéòå ìíîãî÷ëåí n-é ñòåïåíè, êîòî-
ðûé èìååò êîðíè òîëüêî â çàäàííûõ n òî÷êàõ, çà O(n log2 n).

125. Ðàññìîòðèì C(x) = A(x) + iB(x), ãäå A è B � ìíîãî÷ëåíû îäèíàêîâîé äëèíû ñ ÷èñòî
âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Ïîêàæèòå, êàê âîññòàíîâèòü
DFT (A) è DFT (B) ïî îäíîìó âûçîâó DFT (C).

126. Ìîäèôèöèðóéòå àëãîðèòì FFT äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçìåð ìàññèâà ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ òðîé-
êè (n = 3k). Êàêîå áóäåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âðåìåíè ðàáîòû è ñàìî âðåìÿ
ðàáîòû â òàêîì ñëó÷àå?

127. Ïóñòü çàäàíû çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà A(x) ñòåïåíè n äëÿ âñåõ x = 0, 1, . . . , n. Äëÿ çàäàííîãî
÷èñëà t > n âû÷èñëèòå A(t) çà O(n).

128. Äâóìåðíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ Ëàãðàíæà: ïî çàäàííûì íàáîðàì ðàçëè÷íûõ ÷èñåë {xi}n−1
i=0 è

{yj}m−1
j=0 ïîñòðîéòå âñïîìîãàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû

φi,j(xk, yl) =

{
1, i = k ∧ j = l

0, i ̸= k ∨ j ̸= l

â êîòîðûõ ñòåïåíü x ìåíüøå n, à ñòåïåíü y ìåíüøå m. Ïîñòðîéòå ìíîãî÷ëåí A(x, y), ÷òî
A(xi, yj) = zi,j, çà O((nm)2).

129. Íàéäèòå gcd(A(x), (x+ a)
p−1
2 − 1) çà O(|A|2 log p).

130. Äàí ìíîãî÷ëåí A(x) è ÷èñëî z. Âû÷èñëèòå A(z0), A(z1), . . . , A(zn−1) çà O(n log n).

131. Çàäàí ìíîãî÷ëåí A(x). Ïóñòü ìû çíàåì ìíîãî÷ëåí B(x), ÷òî A(x) · B(x) − 1 äåëèòñÿ íà
xk. Íàéäèòå òàêîé ìíîãî÷ëåí C(x), ÷òî A(x) · C(x)− 1 äåëèòñÿ íà x2k, çà O(k log k).

132. Çàäàí ìíîãî÷ëåí A(x), a0 ̸= 0. Íàéäèòå òàêîé ìíîãî÷ëåí B(x), ÷òî A(x)·B(x) = 1+xnQ(x)
äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x), çà O(n log n).

133. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå çàäàíèå, âû÷èñëèòå A(x) mod B(x) çà O(n log n).
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134. Äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå: äâóìåðíûé ìàññèâ aij ðàçìåðà n × n (n = 2k)
çàäàåò êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ A(x, y). Âû÷èñëèòå ìàññèâ

Ãs,t = A(ωs
n, ω

t
n) =

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

aijω
si
n ω

tj
n çà O(22kk).

135. Èñïîëüçóÿ äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, íàéäèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæäó ìàò-
ðèöåé An×n è âñåìè ïîäìàòðèöàìè ðàçìåðà n× n ìàòðèöû Bm×m çà O(m2 logm).
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