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Çàäà÷à A. Ôîòîãðàôèè íà ïàìÿòü
Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü íåñëîæíûì äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì, ëèáî æàäíîñòüþ.

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå âûãîäíî îòñîðòèðîâàòü âñåõ ñóùåñòâ ïî ðîñòó, òàê êàê â

ðàìêàõ îäíîé ôîòîãðàôèè, ÷åì áëèæå ñóùåñòâà ïî ðîñòó äðóã ê äðóãó, òåì ëó÷øå.

Äàëåå, åñëè õîòèì äåëàòü äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, äî äåëàåì ìàññèâ dp[n] � ìèíè-

ìàëüíîå ÷èñëî ôîòîãðàôèé, êîòîðîå íóæíî ñäåëàòü, ÷òîáû ñôîòîãðàôèðîâàòü ïåðâûõ n ñóùåñòâ.

Òîãäà:

• dp[0] = 0. Íåò ñóùåñòâ, íåò ôîòîãðàôèé.

• dp[i] = max(dp[i−1], dp[i−2], dp[i−3])+1. Ïðè ýòîì, ìîæíî áðàòü dp[i−2] èëè dp[i−3] òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ.

Òàêæå ìîæíî äîâåðèòüñÿ èíòóèöèè èëè äîêàçàòü, ÷òî âñåãäà âûãîäíî áðàòü íà êàæäóþ ñëåäó-

þùóþ ôîòîãðàôèþ, êàê ìîæíî áîëüøå ñóùåñòâ. Òîãäà, åñëè n ñóùåñòâ, óæå ñôîòîãðàôèðîâàíû,

ñìîòðèì ñëåäóþùèõ òðåõ, åñëè ìîæíî èõ ðàçìåñòèòü íà îäíîé ôîòîãðàôèè, òî ðàçìåùàåì è ïåðå-

õîäèì ê n+ 3, åñëè íåò, ïûòàåìñÿ âçÿòü äâóõ, åñëè è òóò íåò, áåðåì îäíîãî.

Íåçàâèñèìî îò âûáîðà ðåøåíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü áóäåò O(n).

Çàäà÷à B. Âîëøåáíûå òðîéêè
Òðåáóåòñÿ ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òðîåê ÷èñåë a, b è c (1 6 a < b < c 6 n), òàêèõ ÷òî a · b, a · c è

b · c � êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ÷èñëà x íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â âèäå x = pq11 ·pq22 · · · · ·pqkk . Çàìåòèì, ÷òî
a · b ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, åñëè â ðàçëîæåíèè ÷èñëà a · b âñå qi � ÷åòíû. Çíà÷èò,

â ðàçëîæåíèÿõ a è b ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â íå÷åòíîé ñòåïåíè, äîëæíû ñîâïàäàòü.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåì äëÿ êàæäîãî ÷èñëà x îò 1 äî n ìíîæåñòâî ïðîñòûõ, êîòîðûå âõîäÿò â x â
íå÷åòíîé ñòåïåíè. Ïîñëå ýòîãî, ðàçîáüåì ÷èñëà íà ãðóïïû ñ ñîâïàäàþùèìè ìíîæåñòâàìè. Îòâåòîì

ÿâëÿåòñÿ ñóììà ïî âñåì ãðóïïàì, êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü òðè ÷èñëà â ãðóïïå. Êîëè÷åñòâî

ñïîñîáîâ âûáðàòü òðè ÷èñëà èç m øòóê ðàâíî m·(m−1)·(m−2)
6 .

Çàäà÷à C. Ìàãè÷åñêàÿ ÏÑÏ
Äàíî ìíîæåñòâî ÷èñåë A = {a1, a2, . . . , an}. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïðàâèëüíóþ ñêîáî÷íóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé ìóëüòèìíîæåñòâî ðàññòîÿíèé ìåæäó ïàðíûìè ñêîáêàìè áóäåò ðàâíî A.
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðíûìè ñêîáêàìè âñåãäà ÷åòíî, ïîýòîìó åñëè â A

åñòü íå÷åòíîå ÷èñëî, ðåøåíèÿ òî÷íî íå ñóùåñòâóåò.

Ðàññìîòðèì ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî èç A. Ïàðà ñêîáîê, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ðàññòîÿíèþ, íå

ìîæåò áûòü âëîæåíà íè â êàêóþ äðóãóþ ïàðó ñêîáîê. Ïîýòîìó, ìîæíî ïîñòàâèòü òàêóþ ïàðó ñêîáîê

â ñàìîì íà÷àëå ñêîáî÷íîé ïîëåäîâàòåëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî ïîäìíîæå-

ñòâàì. Ñîñòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèìíîæåñòâî ÷èñåë, ÿâëÿþùååñÿ ïîäìíîæåñòâîì A. Äëÿ êàæäîãî
ìóëüòèìíîæåñòâà íàñ èíòåðåñóåò, ñóùåñòâóåò ëè ÏÑÏ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêîìó ìóëüòèìíîæåñòâó.

È åñëè èñêîìàÿ ÏÑÏ ñóùåñòâóåò, ñîõðàíèì ëþáóþ ïîäõîäÿùóþ. Ïóñòîìó ìóëüòèìíîæåñòâó ñîîò-

âåòñòâóåò ïóñòàÿ ÏÑÏ. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ìíîæåñòâà, âûáåðåì ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî èç ìíîæåñòâà.

Ïóñòü îíî ðàâíî x. Ïîñòàâèì ïåðâóþ ïàðó ñêîáîê íà ðàññòîÿíèè x. Òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷èñëà èç ìíî-
æåñòâà íóæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè: îäíî áóäåò ñîäåðæàòü x

2 ÷èñåë, è áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ÏÑÏ

âíóòðè ïåðâîé ïàðû ñêîáîê, è âòîðàÿ ÷àñòü áóäåò ñîäåðæàòü âñå îñòàâøèåñÿ ÷èñëà è áóäåò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü ÏÑÏ ïðàâåå ïåðâîé ïàðû ñêîáîê. Çíà÷èò, íóæíî ïåðåáðàòü ñïîñîáû âûáðàòü x
2 ÷èñåë èç

òåêóùåãî ìíîæåñòâà.

Äëÿ îöåíêè àñèìïòîòèêè, ïðîñóììèðóåì ïî âñåì ìíîæåñòâàì C
⌊(k−1)/2⌋
k−1 , ãäå k � êîëè÷åñòâî

÷èñåë â ìíîæåñòâå. Ïîëó÷àåòñÿ ïîðÿäêà 4 · 108. Íà ïðàêòèêå, òàêîå ðåøåíèå óæå óêëàäûâàåòñÿ â

îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè. Ìîæíî åùå óñêîðèòü ðåøåíèå, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé

ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì 2n, ïîòîìó ÷òî â A ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ ÷èñëà.
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Çàäà÷à D. Ñîêðîâèùíèöà
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íåñêîëüêî âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ ñ çàäàííûìè ðàç-

ìåðàìè è ñîâïàäàþùèìè âåðõíèìè-ëåâûìè óãëàìè.

Äëÿ íà÷àëà, íàó÷èìñÿ îïðåäåëÿòü, êîãäà ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì, ÷òî ðàçìåðû âëîæåí-

íûõ äðóã â äðóãà ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ äîëæíû îòëè÷àòüñÿ õîòÿ áû â 2 ðàçà. Äîïóñòèì, ñóùåñòâóþò
äâà ëàòèíñêèõ êâàäðàòà ñ ðàçìåðàìè a × a è b × b, âëîæåííûå äðóã â äðóãà, è ïðè ýòîì a < b è
a · 2 > b. Òîãäà ðàññìîòðèì a ÷èñåë, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ìåíüøåì êâàäðàòå. Îíè äîëæíû âñòðå-

÷àòüñÿ â êàæäîé ñòðîêå áîëüøîãî. Ïðè ýòîì, â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè îò 1 äî a îíè óæå

âñòðå÷àþòñÿ â ìåíüøåì êâàäðàòå. Çíà÷èò, â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè a + 1 . . . b äîëæíî áûòü ïî a òà-

êèõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì, âñå ýòè ÷èñëà äîëæíû ñòîÿòü â ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè a + 1 . . . b. Ïîýòîìó, ñ
îäíîé ñòîðîíû íóæíî ïîñòàâèòü õîòÿ áû (b − a) · a ÷èñåë, à ñ äðóãîé ñòîðîíû ó íàñ åñòü äëÿ ýòîãî

òîëüêî (b − a) · (b − a) äîñòóïíûõ êëåòîê. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî a · 2 > b ñëåäóåò, ÷òî äîñòóïíûõ
êëåòîê ìåíüøå êîëè÷åñòâà ÷èñåë, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò,

ðàçìåðû äâóõ âëîæåííûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ äîëæíû îòëè÷àòüñÿ õîòÿ áû â 2 ðàçà.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü. Íàó÷èìñÿ ðåøàòü çàäà÷ó

äëÿ äâóõ êâàäðàòîâ ðàçìåðàìè a × a è b × b. Òîãäà ìû áóäåì óìåòü ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, . . . , an ïðîñòî ðåøàÿ çàäà÷ó ñíà÷àëà äëÿ a1 è a2, ïîòîì äëÿ a2 è a3 è òàê
äàëåå. Äëÿ íà÷àëà, ðàññòàâèì ÷èñëà 1 . . . a íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè a + 1 . . . b.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðîñòî ðàññòàâèâ 1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, 2 íà îäèí ïðàâåå, 3 åùå íà îäèí

ïðàâåå è òàê äàëåå (ïîñëå ñòîëáöà íîìåð b èäåò ñòîëáåö íîìåð a + 1). Îñòàëîñü ðàññòàâèòü ÷èñëà
a+1 . . . b. Ïðè÷åì, êàæäîå ÷èñëî äîëæíî âñòðå÷àòüñÿ ðîâíî â îäíîé ñòðîêå è ðîâíî â îäíîì ñòîëáöå.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîçèöèè îäíîãî ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì èç ïîëíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â

äâóäîëüíîì ãðàôå, ëåâîé äîëåé êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñòðîêè, ïðàâîé äîëåé � ñòîëáöû, à ðåáðàìè �

ñâîáîäíûå êëåòêè. Äîêàæåì, ÷òî ïîëíîå ïàðîñî÷åòàíèå âñåãäà áóäåò ñóùåñòâîâàòü. Â îáùåì ñëó÷àå,

ó íàñ åñòü ìàòðèöà x× x è â êàæäîì ñòîëáöå è êàæäîé ñòðîêå ñâîáîäíû ðîâíî y êëåòîê. Ïðèìåíèì
ëåììó Õîëëà. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñòðîê ðàçìåðà k. Èç ýòîãî ìíîæåñòâà âûõîäèò

ðîâíî k× y ðåáåð. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, ðåáðà âåäóò ìèíèìóì â k ñòîëáöîâ. Çíà÷èò, ëåììà Õîëëà
âûïîëíåíà è ïîëíîå ïàðîñî÷åòàíèå ñóùåñòâóåò. Ïðè÷åì, îíî áóäåò ñóùåñòâîâàòü è ïîñëå òîãî, êàê ìû

íàéäåì îäíî ïîëíîå ïàðîñî÷åòàíèå è çàéìåì î÷åðåäíûì ÷èñëîì ñîîòâåòñòâóþùèå êëåòêè. Äëÿ òîãî,

÷òîáû íàõîäèòü ïàðîñî÷åòàíèÿ, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì Êóíà èëè Õîïêðîôòà-Êàðïà.

Â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî àëãîðèòìà è îò îïòèìàëüíîñòè êîäà, ðåøåíèå ìîæåò ïðîõîäèòü èëè

íå ïðîõîäèòü ïîñëåäíþþ ïîäçàäà÷ó.

Ñòðàíèöà 2 èç 2


