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Çàäà÷à A. Ïåðåðûâ íà îáåä
Íóæíî ïåðåáðàòü çàâåäåíèå, â êîòîðîì áóäåò îáåäàòü Ëýíñ. Ïîñëå ýòîãî, âû÷èñëèòü äëèíû äâóõ

îòðåçêîâ ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, è îáíîâèòü îòâåò ñóììîé äëèí îòðåçêîâ ïëþñ ti.

Çàäà÷à B. Ïî÷èíêà ìàññèâà
Çàìåòèì ïàðó ïîëåçíûõ ôàêòîâ: åñëè ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ïåðåíåñòè k ýëåìåíòîâ â íà÷àëî è m

ýëåìåíòîâ â êîíåö ìàññèâà, òî:

• Ìîæíî âûïîëíÿòü îïåðàöèè ñ òàêîé î÷åðåäíîñòüþ, ÷òî ïåðåíåñåííûå ýëåìåíòû áóäóò â ëþáîì

íåîáõîäèìîì ïîðÿäêå, íàïðèìåð îòñîðòèðîâàííîì.

• Ýëåìåíòû, êîòîðûå ïåðåíåñåíû â íà÷àëî ÿâëÿþòñÿ k íàèìåíüøèìè ÷èñëàìè èñõîäíîãî ìàññèâà,
à â ñâîþ î÷åðåäü ýëåìåíòû, ïåðåíåñåííûå â êîíåö äîëæíû áûòü m íàèáîëüøèìè ÷èñëàìè â

ìàññèâå.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàññèâ áûë îòñîðòèðîâàí, âñå ýëåìåíòû, êîòîðûå íå ïåðåíîñèëèñü äîëæíû

áûòü â îòñîðòèðîâàííîì ïîðÿäêå îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà.

Äëÿ îáëåã÷åíèÿ çàäà÷è âûïîëíèì ìàñøòàáèðîâàíèå: îòñîðòèðóåì ïåðâîíà÷àëüíûå ýëåìåíòû â

îòäåëüíîì ìàññèâå, à çàòåì óáåðåì ïîâòîðû. Çàòåì â èñõîäíîì ìàññèâå çàìåíèì ýëåìåíòû, íà èõ

èíäåêñû â ïîëó÷åííîì ìàññèâå. Íàïðèìåð, åñëè èçíà÷àëüíî ìàññèâ âûãëÿäåë, êàê {3, 1, 2, 3, 40, 55},
ïîñëå ìàñøòàáèðîâàíèÿ îí áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: {2, 0, 1, 2, 3, 4}. Çàìåòèì, ÷òî òàê
êàê ìàñøòàáèðîâàíèå íå âëèÿåò íà ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ, îòâåò íà çàäà÷ó äëÿ èñõîäíîãî ìàññèâà è

íîâîãî áóäåò èäåíòè÷íûì. Áîëåå òîãî, òåïåðü â ìàññèâå âñå çíà÷åíèÿ íå ïðåâîñõîäÿò åãî äëèíó.

Ïîñëå ìàñøòàáèðîâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, åñëè â ìàññèâå åñòü ýëåìåíò x, òî â
íåì òàêæå åñòü ýëåìåíò x+1, ëèáî x ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì ìàññèâà. Òîãäà çàìåòèì, ÷òî

ïîñëå óäàëåíèÿ èç ìàññèâà ýëåìåíòîâ, ê êîòîðûì áûëà ïðèìåíåíà îïåðàöèÿ îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû

áóäóò îáðàçîâûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëåäóþùåãî âèäà: {x, x, . . . , x, x+1, x+1 . . . x+1, . . . x+q}, òî
åñòü ðàçîáüåòñÿ íà îòðåçêè èç ñîñåäíèõ ÷èñåë. Èíà÷å ìàññèâ íå áóäåò îòñîðòèðîâàí. Òîãäà çàìåòèì:

• Åñëè ê õîòÿ áû îäíîìó ýëåìåíòó ñî çíà÷åíèåì x ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ ïî ïåðåíîñó â íà÷àëî,

òî íèãäå ñðåäè îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ êðîìå êàê â íà÷àëå íå ìîãóò íàõîäèòñÿ ýëåìåíòû ñ òàêèì

æå çíà÷åíèåì.

• Àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ ïåðåíîñîâ â êîíåö.

Äëÿ íà÷àëà äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ìàññèâà ïîñ÷èòàåì åãî ïåðâîå è ïîñëåäíåå âõîæäåíèå â èñ-

õîäíûé ìàññèâ, ñîñòàâèì èç íèõ îòðåçîê [lx; rx]. Òîãäà îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû ïðåäñòàâëÿþòñÿ, êàê

ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûå îòðåçêè, à òàêæå äëÿ êàæäîãî îòðåçêà âåðíî:

• Âñå çíà÷åíèÿ çà êîòîðûå îí îòâå÷àåò áûëè ïåðåñòàâëåíû, òîãäà îòðåçîê íå âõîäèò â îñòàâøèåñÿ

ýëåìåíòû.

• Âñå ýëåìåíòû èç ýòîãî îòðåçêà îñòàëèñü íåòðîíóòûìè, òîãäà îí âõîäèò â îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû.

• Íåêîòîðûå (íå âñå) ýëåìåíòû ñî çíà÷åíèÿìè, çà êîòîðûå îòâå÷àë îòðåçîê, ìîãëè áûòü ïåðåíå-

ñåíû âïåðåä è òîãäà îòðåçîê [lx,mx] áóäåò ÿâëÿòüñÿ íà÷àëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàâøèõñÿ

ýëåìåíòîâ, ãäå mx íåêîòîðîå âõîæäåíèå x.

• Àíàëîãè÷íî äëÿ ïåðåíîñîâ â êîíåö.

Íåêîòîðûå îòðåçêè âïîëíå ìîãóò ¾íå ìåøàòü äðóã äðóãó¿, íàïðèìåð, åñëè ðàññìîòðåòü íåêîòîðîå

çíà÷åíèå x è áóäåò âåðíî, ÷òî rx < lx+1, çàìåíèì ýòè äâà îòðåçêà íà îòðåçîê [lx; rx+1]. Ïîñëå âñåõ
âîçìîæíûõ çàìåí ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì: Ëèáî íà÷àëî îòðåçêà è êîíåö ñëåäóþùåãî çà íèì, ëèáî òðè ïîäðÿä îòðåçêà, ó êðàéíèõ

èç êîòîðûõ âçÿòû òîëüêî ÷àñòè. Âñå íóæíûå çíà÷åíèÿ mx íåîáõîäèìûå äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòåé

îòðåçêîâ ïðåäëàãàåòñÿ èñêàòü äâîè÷íûì ïîèñêîì.

Èòîãîâàÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ O(n log n).
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Çàäà÷à C. Êîäîâûé çàìîê
Â ïåðâîé ïîäçàäà÷å íóæíî áûëî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ïîâîðîòíûå ðó÷êè äîñòèæèìû èç åäèíñòâåí-

íîãî öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà.

Íàçîâåì èíòåðåñíûìè ïîâîðîòíûìè ðó÷êàìè òå, èç êîòîðûõ äîñòèæèì öåíòðàëüíûé ýëåìåíò è

ïî âåðòèêàëè, è ïî ãîðèçîíòàëè. Åñëè öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ íå áîëüøå 5 è ðåøåíèå ñóùåñòâó-

åò, êîëè÷åñòâî èíòåðåñíûõ ïîâîðîòíûõ ðó÷åê íå ìîæåò ïðåâûøàòü 20. Ïîýòîìó, åñëè èõ áîëüøå,

ðåøåíèÿ òî÷íî íåò. À åñëè ìåíüøå, òî ìîæíî ïåðåáðàòü 220 âàðèàíòîâ îðèåíòàöèè ýòèõ ðó÷åê. Îðè-
åíòàöèÿ îñòàëüíûõ ðó÷åê îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîñëå ÷åãî íóæíî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ

ëè òåêóùàÿ îðèåíòàöèÿ ðåøåíèåì.

Çàìåòèì, ÷òî ó êàæäîé ðó÷êè åñòü âûáîð èç ìàêñèìóì äâóõ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ê êîòîðûì

îíà ìîæåò áûòü â èòîãå ïðèñîåäèíåíà. Çàâåäåì äëÿ êàæäîé ðó÷êè áóëåâó ïåðåìåííóþ, îáîçíà÷à-

þùóþ ê êàêîìó èç äâóõ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ îíà áóäåò ïðèñîåäèíåíà. Äîïóñòèì, ðó÷êà áóäåò

îðèåíòèðîâàííà ãîðèçîíòàëüíî. Òîãäà, âñå ðó÷êè ìåæäó äàííîé è öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì, ê êîòî-

ðîìó îíà áóäåò ïðèñîåäèíåíà, òîæå äîëæíû áûòü îðèåíòèðîâàííû ãîðèçîíòàëüíî. À åñëè ëþáàÿ èç

ýòèõ ðó÷åê îðèåíòèðîâàííà âåðòèêàëüíî, òî è äàííàÿ ðó÷êà äîëæíà áûòü îðèåíòèðîâàííà âåðòè-

êàëüíî (ïîòîìó ÷òî îíà íå ìîæåò áûòü îðèåíòèðîâàííà ãîðèçîíòàëüíî). Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ, åñëè

ðó÷êà áóäåò îðèåíòèðîâàííà âåðòèêàëüíî. Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäè-

ìûìè è äîñòàòî÷íûìè. Çàìåòèì, ÷òî âñå ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàííû â ôîðìàòå

2-SAT. Ïðè ýòîì, â íåì áóäåò O(n2) ïåðåìåííûõ è O(n3) êëîçîâ. Ðåøåíèå 2-SAT ìîæåò áûòü íàé-

äåíî çà ëèíåéíîå îò êîëè÷åñòâà êëîçîâ âðåìÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå çà O(n3) äëÿ
òðåòüåé ïîäçàäà÷è.

×òîáû ðåøèòü ïîñëåäíþþ ïîäçàäà÷ó, íóæíî îïòèìèçèðîâàòü ñòðóêòóðó ãðàôà, êîòîðûé ïîëó÷à-

åòñÿ ïðè ðåøåíèè 2-SAT. Çàìåòèì, ÷òî ìû âñåãäà ïðîâîäèì ðåáðà â ïðåôèêñ âåðøèí, åñëè ñìîòðåòü

îò êàêîãî-òî öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà. Ïîýòîìó, äëÿ êàæäîãî öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà â êàæäîì èç

÷åòûðåõ íàïðàâëåíèé äëÿ êàæäîãî ïðåôèêñà ñäåëàåì ôèêòèâíóþ âåðøèíó, èç êîòîðîé ïðîâåäåì

äâà ðåáðà: â ôèêòèâíóþ âåðøèíó äëÿ ïðåôèêñà íà îäíó âåðøèíó êîðî÷å, è â ýòó âåðøèíó. Òåïåðü

âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïðîâîäèòü ðåáðà â îòðåçîê âåðøèí, ïðîâåäåì îäíî ðåáðî â ôèêòèâíóþ âåðøèíó,

èç êîòîðîé áóäåò äîñòèæèì ýòîò æå îòðåçîê. Êîëè÷åñòâî âåðøèí îñòàëîñü O(n2), è êîëè÷åñòâî ðåáåð
òîæå ñòàëî O(n2).

Çàäà÷à D. Ïîáåã ñ ãîðíîé áàçû
Â ïåðâîé ïîäçàäà÷å ìîæíî ïåðåáðàòü âñå âàðèàíòû ðàññòàíîâêè âåðòîëåòîâ, è âûáðàòü îïòè-

ìàëüíûé. Ðåøåíèå ðàáîòàåò çà O(2n · n).
Çàìåòèì, ÷òî âåðòîëåòû âñåãäà âûãîäíî ñòàâèòü â ëèñòû äåðåâà. È åñëè êîëè÷åñòâî ëèñòîâ ìåíü-

øå, ÷åì k, òî îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ n. Ðåøèì âòîðóþ ïîäçàäà÷ó ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ. Áóäåì ïåðåáèðàòü ëèñòû â ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè âñòðå÷àþòñÿ â êàêîì-òî ýéëåðîâîì îáõîäå

äåðåâà. Ñîñòîÿíèåì áóäåò ïàðà ÷èñåë (i, v) � êîëè÷åñòâî âåðòîëåòîâ, êîòîðûå óæå ïîñòàâëåíû, è íî-

ìåð ïîñëåäíåãî ëèñòà, â êîòîðûé áûë ïîñòàâëåí âåðòîëåò. Äîïóñòèì, ìû õîòèì ïîñòàâèòü âåðòîëåò

â ëèñò u, òîãäà íóæíî îáíîâèòü çíà÷åíèå dp[i+1, u] çíà÷åíèåì (dp[i, v]+depth(u)−depth(lca(u, v))),
ãäå depth � ãëóáèíà âåðøèíû, à lca � íàèìåíüøèé îáùèé ïðåäîê. Ïîëó÷èâøååñÿ ðåøåíèå ðàáîòàåò

çà O(k · n2) èëè O(k · n2 · log(n)) â çàâèñèìîñòè îò ðåàëèçàöèè íàõîæäåíèÿ íàèìåíüøåãî îáùåãî

ïðåäêà.

Äëÿ ðåøåíèÿ òðåòüåé ïîäçàäà÷è, íóæíî îïòèìèçèðîâàòü ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà äëÿ ãðàôîâ ñ ìàëåíüêîé âûñîòîé. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû õðàíèòü íîìåð

ïîñëåäíåãî âçÿòîãî ëèñòà, áóäåì õðàíèòü depth(lca(v, u)), ãäå v � ïîñëåäíèé âçÿòûé ëèñò, à u �

òåêóùèé ëèñò. Òåïåðü, ïóñòü ìû ïåðåõîäèì îò ëèñòà íîìåð u ê ñëåäóþùåìó ëèñòó íîìåð q. Íåñëîæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî depth(lca(v, q)) = min(depth(lca(v, u)), depth(lca(u, q))). Ïîýòîìó, ïðè ïåðåõîäå îò

ëèñòà ê ñëåäóþùåìó, íóæíî îáðåçàòü çíà÷åíèå ãëóáèíû lca ñ ïîñëåäíåé âçÿòîé âåðøèíû äî ãëóáèíû

lca òåêóùåãî è ñëåäóþùåãî ëèñòà. Â îñòàëüíîì, ïåðåõîäû àíàëîãè÷íû ïåðåõîäàì èç ïðåäûäóùåãî

àáçàöà. Ïîëó÷èëîñü ðåøåíèå, ðàáîòàþùåå çà O(k · D · n · log(n)), ãäå D � ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà

âåðøèíû. Çàìåòèì, ÷òî îíî óêëàäûâàåòñÿ â îãðàíè÷åíèÿ êàê òðåòüåé, òàê è âòîðîé ïîäçàäà÷.

Çàìåòèì, ÷òî ñàìóþ ãëóáîêóþ âåðøèíó âñåãäà âûãîäíî âçÿòü. Äîïóñòèì, ìû åå íå âîçüìåì.

Òîãäà íà÷íåì ïîäíèìàòüñÿ èç íåå äî êîðíÿ, ïîêà íå âñòðåòèì âåðøèíó, èç êîòîðîé äîñòèæèìà
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âçÿòàÿ. Çàìåíèì ýòó âçÿòóþ âåðøèíó íà òó, èç êîòîðîé ïîäíèìàëèñü, è îòâåò íå óõóäøèòñÿ. Ïîýòîìó,

âîçüìåì ñàìóþ ãëóáîêóþ âåðøèíó â îòâåò, è óäàëèì èç äåðåâà âñå âåðøèíû íà ïóòè îò âçÿòîé

âåðøèíû äî êîðíÿ. Ïðè ýòîì, äåðåâî ìîæåò ðàñïàñòüñÿ íà íåñêîëüêî. Òåïåðü, àíàëîãè÷íî ìîæíî

äîêàçàòü, ÷òî ñíîâà âûãîäíî âçÿòü â îòâåò ñàìóþ ãëóáîêóþ âåðøèíó (òåïåðü ãëóáèíà âåðøèíû

ñ÷èòàåòñÿ îò êîðíÿ òîãî äåðåâà, â êîòîðîì îíà ëåæèò). Ñíîâà âîçüìåì åå è óäàëèì èç äåðåâà ïóòü

îò íåå äî êîðíÿ. Áóäåì äåëàòü òàì k ðàç. Êàæäûé ðàç ìû íàõîäèì ñàìóþ ãëóáîêóþ âåðøèíó è

óäàëÿåì ïóòü çà O(n). Ïîýòîìó, ïîëó÷èëîñü ðåøåíèå, ðàáîòàþùåå çà O(n · k).
Îòñîðòèðóåì âñå âåðøèíû ïî ãëóáèíå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ â òàêîì ïîðÿäêå. Êîãäà ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì âåðøèíó v, áóäåì ïîäíèìàòüñÿ èç íåå äî êîðíÿ, ïîêà íå âñòðåòèì ïîìå÷åííóþ âåðøèíó.

Îáîçíà÷èì çà cv êîëè÷åñòâî íåïîìå÷åííûõ âåðøèí, ïî êîòîðûì ìû óñïåëè ïðîéòè. Ïîñëå ÷åãî ïîìå-

òèì âñå âåðøèíû, ïî êîòîðûì ïðîøëè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ñóììà k ìàêñèìàëüíûõ
÷èñåë ñðåäè cv. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âåðøèí, êîòîðûå âîéäóò â îòâåò, cv áóäåò ðàâíî ãëóáèíå â
ìîìåíò óäàëåíèÿ â àëãîðèòìå èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà. Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâèì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå

óïðàæíåíèÿ :). Ïîëó÷èëè ðåøåíèå, ðàáîòàþùåå çà O(n).
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